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Premier mot
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Premier mot
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Premier mot
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Premier mot
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Premier mot
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Premier mot
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Premier mot
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Premier mot tassé (opération de tassement)

u
T
)
R
Q
P
0
N
M

> AT mm -

SOUTENANCE

Soutenance de these

Hugo Mlodecki

RN WP OO N o

Université Paris-Saclay, LISN



WQSym

Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité
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Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



WQSym Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité

Mots tassés (Packed Words)
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retrait des lignes vides
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Mots tassés (Packed Words)

Définition [Duchamp-Hivert-Thibon]

Un mot sur |'alphabet N+ est dit tassé s'il est invariant par

tassement.
5 °
4 ° ° 4 °
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Mots tassés (Packed Words)

Définition [Duchamp-Hivert-Thibon]

Un mot sur I'alphabet N est dit tassé s'il est invariant par
tassement.

Lemme [Duchamp-Hivert-Thibon]

Un mot sur I'alphabet N est tassé si toutes les lettres de 1 a son
maximum m apparaissent au moins une fois.

retrait des lignes vides

= N W B~ o
e N R O
[ ]
[ ]

2415 4 — tassement — 23143
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[\ tassés de tailles 0, 1, 2 et 3
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Mots tassés (Packed Words)

[\ tassés de tailles 0, 1, 2 et 3
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Mots tassés de tailles 0, 1, 2 et 3
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e 12 21 11 27

Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



WQSym Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité

Mots tassés (Packed Words)

Mots tassés de tailles 0, 1, 2 et 3

Q€
o1
e 12 21 11 27

e 123 132 213 231 312 321
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Mots tassés (Packed Words)

Mots tassés de tailles 0, 1, 2 et 3

Q€
o1
e 12 21 11 27

e 123 132 213 231 312 321
122 212 221 112 121 211 111

V.

Mots tassés de taille n [OEIS A000670]

n 1123 | 4 5 6 7 8
PW, | 1|3 |13 |75 | 541 | 4683 | 47293 | 545835
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Premiere décomposition

6587341423
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Premiere décomposition en descentes globales

6587341423
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Premiere décomposition en descentes globales

° [ ] [ )
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Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



WQSym Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité

Premiere décomposition en descentes globales

° [ ]
6587341423 :2143/341423

w1
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Premiere décomposition en descentes globales

. o ] . . e
658734;423 = 2143 / 34;423
Wl 0

S =[] e )
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Premiere décomposition en descentes globales

. .o . e 4 .0
658734;423 :2143/34;423
“ 0

S =[] e )
OJMW

Mots tassés irréductibles

Un mot tassé w est irréductible s'il est non vide et n'a pas de
descente globale.
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Décompositions des mots tassés et

auto-dualité de I'algebre des
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Algebres de Hopf

WQSym

5
® 3112+ 212 — 3212341 — 3 111
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Algebres de Hopf

WQSym
® Ra112 + Ro1z — 3Ro12341 — 3Run
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Algebres de Hopf

WQSym

® R3112 + Ro12 — 3R212341 — 3R1n1

@ RioRi1 = Ri23z + Ri3z3 + Ruzzz + R3123 + R3132 + R332
A(R24231) = Rc®R24231 +R121 ®R21 +R1312 ®R1 +Ro4231 ®R,

Un produit associatif unitaire: -

Un coproduit coassociatif counitaire: A
La relation de Hopf: A(a- b) = A(a) - A(b)
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Produit de mélange sur les mots tassés
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Produit de mélange sur les mots tassés
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Produit de mélange sur les mots tassés

5 1 1
e | O [ ] [ ] e | o
[ ] [ ] [ J
+ +
[ ] [ ] [ ]
1 2 3 3 1 3 2 3 3 3 2
[ ] [ ] [ ] [} e | O
[ ] [ [
+ +
[ ] [ ] [ ]
31 2 3 31 3 2 3 3 1 2
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Produit de mélange sur les mots tassés

hd o 1 1 - R1oR11 = Ry233 + Ry323 +
2 Ri332 + R3123 + R3130 + R3310
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
+ +
[ ] [ ] [ ]
1 2 3 3 1 3 2 3 3 3 2
[ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ )
[ ] [ ] [ ]
+ +
[ ] [ ] [ ]
31 2 3 31 3 2 3 3 2
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Déconcaténation réduite

2 4 2 3 1
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2 4 2 3 1

Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



WQSym Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité

Déconcaténation réduite

° °
° °
° ° ° °
o ° °
® 2 4 2 3 1 2 4 2 3 1
° °
o_> °
2 4 2 3 1 .
° °
°
2 4 2 3 1

Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN
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Déconcaténation réduite

° °
° °
° ° ° °
o o+ °
. 2 4 2 3 1 2 4 2 3 1
° °
._) ° °
° °
2 4 2 3 1 - - +. -
° °
2 4 2 3 1 2 4 2 3 1
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Déconcaténation réduite

[} [}
[ ) [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
+
[ ] [}
2 4 2 3 1 2 4 2 3 1
R24231 R
[ ] [}
[ ] [}
+
[} [} [ ] [ ]
[ ] [ ]
2 4 2 3 1 2 4 2 3 1
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Déconcaténation réduite

[ ]
Re ® Ros231 ——
+ [ ]
2 4 2 3 1
R24231 S
[ ]
[ )
° ° +. ..
[ ]
2 4 2 31 24231.
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Déconcaténation réduite

[ ]
[ ]
Re ®@ Roa31 . .
+ [ ]
2 4 2 3 1
A
R24231 T Te
. [ ]
° ° —+ e
. [ ] [ ]
2 4 2 3 1 TR 1'
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Déconcaténation réduite

Re @ Rogp31 . s
+

[ ] [ ] [ ]
1 2 1 2
A
R24231 T Te
. [ ]
[ ]
° ° —+
. [ ] [ ]

2 4 2 3 1 *

2 4 2 3 1
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Déconcaténation réduite

Re ® Rogo31 N Ri21 ® Rog

A
R24231 ST .
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Déconcaténation réduite

Re ® Rosn31 . Ri21 ® Rpy

A
R24231 IR

Ri3120 @ Ry + Rosn31 ® R
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Espace des éléments primitifs

A(R23112) =
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Espace des éléments primitifs

A(R23112) = Re ® Roz112 + Rozi10 @ Re
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Espace des éléments primitifs

A(R23112) = Re ® Rozi12 + Roz112 @ Re
A(Ro3112) =0
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Espace des éléments primitifs

A(R23112) = Re ® Rozi12 + Roz112 @ Re
A(Ro3112) =0

Elément primitif

P est un élément primitif si A(P) = 0.
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Espace des éléments primitifs

A(R23112) = Re ® Rozi12 + Roz112 @ Re
A(Ro3112) =0

Elément primitif

P est un élément primitif si A(P) = 0.
Exemple o R1213 — R2321
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WQSym Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité

Espace des éléments primitifs

A(R23112) = Re ® Rozi12 + Roz112 @ Re
A(Ro3112) =0

Elément primitif

P est un élément primitif si A(P) = 0.
Exemple 5 R1213 — R2321

A(Ri213) = Rt @ Ry

A(Ro321) = Ri21 ® Ry

10/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



WQSym Mots tassés Décomposition 1 Algebres de Hopf Primitifs Dualité

Espace des éléments primitifs

A(R23112) = Re ® Roz112 + Rozi12 @ Re
A(R23112) =0

Elément primitif

P est un élément primitif si A(P) =0.
Exemple 5 R1213 — R2321

A(Ri213) = Rt @ Ry

A(Ro321) = Ri21 ® Ry

Proposition

dim(Prim,) = nombre de mots tassés irréductibles de taille n.

10/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN
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Dualité dans WQSym

Produit et coproduit dans la base R
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Dualité dans WQSym

Produit et coproduit dans la base R

Coproduit dual d'un élément:
Toutes les paires dont le produit fait apparaitre I'élément.
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Dualité dans WQSym

Produit et coproduit dans la base R

Coproduit dual d'un élément:
Toutes les paires dont le produit fait apparaitre I'élément.
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Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Auto-dualité

@ 2001 Duchamp-Hivert-Thibon définissent WQSym et
conjecturent |'auto-dualité.
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Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Auto-dualité

@ 2001 Duchamp-Hivert-Thibon définissent WQSym et
conjecturent |'auto-dualité.

@ 2005 Foissy démontre I'auto-dualité des bigebre bidendriforme
(rigidité).
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Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Auto-dualité

12/26

@ 2001 Duchamp-Hivert-Thibon définissent WQSym et
conjecturent |'auto-dualité.

@ 2005 Foissy démontre I'auto-dualité des bigebre bidendriforme
(rigidité).

@ 2006 Novelli-Thibon prouvent que WQSym est une bigebres
bidendriformes.
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Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Auto-dualité

@ 2001 Duchamp-Hivert-Thibon définissent WQSym et
conjecturent |'auto-dualité.

2005 Foissy démontre I'auto-dualité des bigebre bidendriforme
(rigidité).

2006 Novelli-Thibon prouvent que WQSym est une bigebres
bidendriformes.

2006 Bergeron-Zabrocki définissent les bases Q et R:=Q* de
WQSym et WQSym*.

Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Auto-dualité

@ 2001 Duchamp-Hivert-Thibon définissent WQSym et
conjecturent |'auto-dualité.

@ 2005 Foissy démontre I'auto-dualité des bigebre bidendriforme
(rigidité).

@ 2006 Novelli-Thibon prouvent que WQSym est une bigebres
bidendriformes.

@ 2006 Bergeron-Zabrocki définissent les bases Q et R:=Q* de
WQSym et WQSym*.

@ Il manquait une base de TPrim pour avoir un isomorphisme
bidendriforme explicite.

Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoreme de rigidité Eléments totalement primitifs

Théoreme de rigidité

Théoreme [Foissy]

Si A est une bigebre bidendriforme alors A est générée librement
par TPrim(A) en tant qu'algébre dendriforme.

13/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoreme de rigidité Eléments totalement primitifs

Théoreme de rigidité

Théoreme [Foissy]

Si A est une bigebre bidendriforme alors A est générée librement
par TPrim(A) en tant qu'algébre dendriforme.

Point de vue combinatoire

| \

Si B = (b;); est une base de TPrim(A) alors on peut construire
une base de A en recomposant des foréts planes étiquetées par des
b;.
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Bigebre bidendriforme Théoreme de rigidité Eléments totalement primitifs

Théoreme de rigidité

Théoreme [Foissy]

Si A est une bigebre bidendriforme alors A est générée librement
par TPrim(A) en tant qu'algébre dendriforme.

V.
Point de vue combinatoire

Si B = (b;); est une base de TPrim(A) alors on peut construire
une base de A en recomposant des foréts planes étiquetées par des

n 1123 | 4 5 6 7 8
WQSym, | 1 | 3| 13 | 75 | 541 | 4 683 | 47 293 | 545 835
TPrim, | 1|1 4 |28 | 240 | 2384 | 26 832 | 337 168

13/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Espace des éléments totalement primitifs

Elément primitif (rappel)

P est un élément primitif si A(P) = 0.

Proposition (rappel)

dim(Prim,) : nombre de mots tassés irréductibles de taille n.

14/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Espace des éléments totalement primitifs

Elément primitif (rappel)

P est un élément primitif si A(P) = 0.

Proposition (rappel)

dim(Prim,) : nombre de mots tassés irréductibles de taille n.

Demi-coproduit

14/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Espace des éléments totalement primitifs

Elément primitif (rappel)

P est un élément primitif si A(P) = 0.

Proposition (rappel)

dim(Prim,) : nombre de mots tassés irréductibles de taille n.

Elément totalement primitif
P est un élément totalement primitif si AL(P) = A, (P) =0.

14/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Bigebre bidendriforme Théoréme de rigidité Eléments totalement primitifs

Espace des éléments totalement primitifs

Elément primitif (rappel)
P est un élément primitif si A(P) = 0.

Proposition (rappel)

dim(Prim,) : nombre de mots tassés irréductibles de taille n.

Elément totalement primitif

P est un élément totalement primitif si A-(P) = A.(P) =0.

dim(TPrim,) : taille d'un sous ensemble de mots tassés de taille n?

14/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Foréts biplanes  Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Mes contributions

Deux sous ensembles de mots tassés donnant la dimension que
TPrim(WQSym) (rouges-irréductibles et bleus-irréductibles).

|
\

Construction de deux bases d'éléments totalement primitifs
(dans WQSym et WQSym™).

Isomorphisme bidendriforme fondé sur une bijection entre ces deux
sous ensembles de mots tassés.
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Foréts biplanes Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Jean Dubuffet, Arbre biplan (version I)

aoiit 1968, époxy peint au polyuréthane (lére
épreuve), 72 x 61 x 48 cm,
coll. Fondation Dubuffet/© A.D.AG.P. Paris

16/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Foréts biplanes Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Jean Dubuffet, Arbre biplan (version I)

aoiit 1968, époxy peint au polyuréthane (lére
épreuve), 72 x 61 x 48 cm,
coll. Fondation Dubuffet/© A.D.AG.P. Paris

16/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Foréts biplanes Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Jean Dubuffet, Arbre biplan (version I)

aoiit 1968, époxy peint au polyuréthane (lére
épreuve), 72 x 61 x 48 cm,
coll. Fondation Dubuffet/© A.D.AG.P. Paris

16/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Foréts biplanes  Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Mon verger d'arbres biplans (44523315)
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Foréts biplanes  Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Mon verger d'arbres biplans (44523315)

Deux sous ensembles de mots tassés donnant la dimension que
TPrim(WQSym) (rouges-irréductibles et bleus-irréductibles).

Squelettes —
() (G
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Mon verger d'arbres biplans (44523315)

Construction de deux bases de totalement primitif
(dans WQSym et WQSym*).

Squelettes
()

@\
Q @ (1) Arbres tassés

Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN
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Mon verger d'arbres biplans (44523315)

Isomorphisme bidendriforme fondé sur une bijection entre ses deux
sous ensembles de mots tassés.

Squelettes
)

@\\

Arbres tassés

° Arbres bicolores
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Nouvelle opération sur les mots tassés irréductibles
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Nouvelle opération sur les mots tassés irréductibles

1
u
u | p| v | = ,
v
[ ] [ ) [ ] o O
[ ] L] > e o .: o
2123 322312 Lt

4345622612
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Nouvelle décomposition

8 78756249193493
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Mots tassés rouges-irréductibles

Mots tassés bleus-irréductibles [M.]

Un mot tassé irréductible w est rouge-irréductible s'il ne peut pas
s'écrire w = ub-v avec u non vide.
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Mots tassés rouges-irréductibles

20/26

Mots tassés bleus-irréductibles [M.]

Un mot tassé irréductible w est rouge-irréductible s'il ne peut pas
s'écrire w = upv avec u non vide.

Si w = upv avec taille de u maximale, v est rouge-irréductible.

Proposition [M.]

dim(TPrim,) = nombre mots tassés rouges-irréductibles de taille n.
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Nouvelle opération duale sur les mots tassés irréductible

(] o
2123 312312

6456421235
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Nouvelle opération duale sur les mots tassés irréductible

21/26

Mots tassés bleu-irréductibles [M.]

Un mot tassé irréductible w est bleu-irréductible s'il ne peut pas
s'écrire w = uAv avec u non vide.

Si w = uAv avec taille de u maximale, v est bleu-irréductible.

Proposition [M.]

dim(TPrim,) = nombre mots tassés bleus-irréductibles de taille n.

Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN
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Un gros exemple

DDDCCCEBBE9FA587653213449

w = ((111/111)»(11a11))»((14321/(((1/1)a11)»11))a1321)
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Un gros exemple

DDDCCCEBBE9FA587653213449

w = ((111/111)»(11a11))»((14321/(((1/1)A11)»11))a1321)
w’ = ((111/111)a(11»11))a(((((1/1)»11)a11)/14321)»1321)

7TA9875F6 5

23/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki Université Paris-Saclay, LISN



Foréts biplanes  Nouvelles décompositions Foréts bicolores Bijection

Un gros exemple

DDDCCCEBBE9FA587653213449

w = ((111/111)»(11a11))»((14321/(((1/1)A11)»11))a1321)
w’ = ((111/111)a(11»11))a(((((1/1)»11)a11)/14321)»1321)

ECBDDET7A9875F633422211145
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Théorémes [M.]

Théoreme [M.] Théoreme [M.]
o (Of)feg,, base de WQSym,,, o (Pf)fegy, base de WQSymy,
o (O4)tex,, base de Prim,, o (P¢)teg,, base de Primy,
® (O4)temy,, base de TPrim,,. o (P¢)temy,, base de TPrimj,.

Bijection [M.]

Involution grace aux foréts bicolores.
Isomorphisme bidendriforme entre WQSym et WQSym*.
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Perspectives

o Compatibilité avec I'inversion des permutations.

Si on prend I'inversion pour les permutations
rouges-bleus-irréductibles (points fixes), on obtient I'inversion pour
toutes les permutations.
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Perspectives

o Compatibilité avec I'inversion des permutations.

@ Généralisation de la construction des arbres biplans
(PQSym, autres bigebres bidendriformes).

Permutations C Mots tassés C Fonctions de parking
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Perspectives

o Compatibilité avec I'inversion des permutations.

@ Généralisation de la construction des arbres biplans
(PQSym, autres bigebres bidendriformes).

@ Nouvelles applications des opérades dupliciales déformées et
I'opérade de L-algebre.

uf(v/w) = (u/v)/w, (u/v)/w = u/(v/w),

u-(view) = (u/v)ew, (uvv)¥w = uv(v/w),
us-(v/w) = (uwv)/w. (u/v)Yw = u/(vVw).
ur-(v¥w) = (u»sv)V¥w, J
upr-l=1vu.

25/26 Soutenance de these Hugo Mlodecki
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f»—>f
SrB — S$BFR

s Fra(w) A 4 NS

PW frsf f._)? frsf PW

wisFagr(w) / \ 4&{%(’()

SBr «—— §rB
f—f

Fer(f)

A
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