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fonctions quasi-symétriques en mots

Journée Combinatoires de Bordeaux
JCB 2023

Hugo Mlodecki

31 Janvier 2023

1/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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WQSym Bigèbre bidendriforme Forêts biplanes Mots tassés Décomposition 1 Algèbres de Hopf Primitifs Dualité
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Mots tassés (Packed Words)

Définition [Duchamp-Hivert-Thibon]

Un mot sur l’alphabet N>0 est dit tassé s’il est invariant par
tassement.

Lemme [Duchamp-Hivert-Thibon]

Un mot sur l’alphabet N>0 est tassé si toutes les lettres de 1 à son
maximum m apparaissent au moins une fois.

•

•

•

•
•
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2 4 1 5 4

retrait des lignes vides
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maximum m apparaissent au moins une fois.

•

•

•

•
•

1

2

3

4

5

2 4 1 5 4

retrait des lignes vides

→ tassement →
1

2

3

4

•
•

•

•
•

2 3 1 4 3

3/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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maximum m apparaissent au moins une fois.

•

•

•

•
•

1

2

3

4

5

2 4 1 5 4

retrait des lignes vides

→ tassement →
1

2

3

4

•
•

•

•
•

2 3 1 4 3

3/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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tassement.

Lemme [Duchamp-Hivert-Thibon]

Un mot sur l’alphabet N>0 est tassé si toutes les lettres de 1 à son
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Mots tassés (Packed Words)

Mots tassés de tailles 0, 1, 2 et 3
ε

1

12 21 11 ��22

123 132 213 231 312 321
122 212 221 112 121 211 111

Mots tassés de taille n [OEIS A000670]

n 1 2 3 4 5 6 7 8

PWn 1 3 13 75 541 4683 47293 545835
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Première décomposition

en descentes globales

6 5 8 7 3 4 1 4 2 3

•
•

•
•

•
•

•

•

•
•

= 2 1 4 3

•
•

•
•

/ 3 4 1 4 2 3

•
•

•

•

•
•

w1

w2

wk

0

0

= w1 / w2 / · · · / wk

Mots tassés irréductibles

Un mot tassé w est irréductible s’il est non vide et n’a pas de
descente globale.
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WQSym Bigèbre bidendriforme Forêts biplanes Mots tassés Décomposition 1 Algèbres de Hopf Primitifs Dualité
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Un mot tassé w est irréductible s’il est non vide et n’a pas de
descente globale.

5/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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Décompositions des mots tassés et

auto-dualité de l’algèbre des
fonctions quasi-symétriques en mots
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Algèbres de Hopf

Exemple

WQSym

3112 + 212 − 3 212341 − 5
3 111

R12R11 = R1233 + R1323 + R1332 + R3123 + R3132 + R3312

∆(R24231) = Rε⊗R24231+R121⊗R21+R1312⊗R1+R24231⊗Rε

Un produit associatif unitaire: ·
Un coproduit coassociatif counitaire: ∆

La relation de Hopf: ∆(a · b) = ∆(a) ·∆(b)
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Produit de mélange sur les mots tassés

•
•
1 2

• •
1 1

=
R
R12R11 = R1233 + R1323 +
R1332 + R3123 + R3132 + R3312

• •
•

•
1 2 3 3

• •
•

•
3 1 2 3

+

+

• •
•

•
1 3 2 3

• •
•

•
3 1 3 2

+

+

• •
•

•
1 3 3 2

• •
•

•
3 3 1 2
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Déconcaténation réduite

•
•

• •
•

2 4 2 3 1

∆

→

•
•

• •
•

2 4 2 3 1

•
•

• •
•

2 4 2 3 1

+

+

•
•

• •
•

2 4 2 3 1

•
•

• •
•

2 4 2 3 1
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R24231
∆
→

Rε ⊗ R24231

•
•

• •
•

2 4 2 3 1

+

+

R121 ⊗ R21

•
•

• •
•

2 4 2 3 1

9/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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Espace des éléments primitifs

∆(R23112) =

Rε ⊗ R23112 + R23112 ⊗ Rε
∆̃(R23112) = 0

Élément primitif

P est un élément primitif si ∆̃(P) = 0.
Exemple : R1213 − R2321

∆̃(R1213) = R121 ⊗ R1

∆̃(R2321) = R121 ⊗ R1

Proposition

dim(Primn) = nombre de mots tassés irréductibles de taille n.
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Dualité dans WQSym

Produit et coproduit dans la base R
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WQSym Bigèbre bidendriforme Forêts biplanes Théorème de rigidité Éléments totalement primitifs

Auto-dualité

2001 Duchamp-Hivert-Thibon définissent WQSym et
conjecturent l’auto-dualité.

2005 Foissy démontre l’auto-dualité des bigèbre bidendriforme
(rigidité).

2006 Novelli-Thibon prouvent que WQSym est une bigèbres
bidendriformes.

2006 Bergeron-Zabrocki définissent les bases Q et R :=Q∗ de
WQSym et WQSym∗.

Il manquait une base de TPrim pour avoir un isomorphisme
bidendriforme explicite.
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2006 Bergeron-Zabrocki définissent les bases Q et R :=Q∗ de
WQSym et WQSym∗.

Il manquait une base de TPrim pour avoir un isomorphisme
bidendriforme explicite.

12/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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Théorème de rigidité

Théorème [Foissy]

Si A est une bigèbre bidendriforme alors A est générée librement
par TPrim(A) en tant qu’algèbre dendriforme.

Point de vue combinatoire

Si B = (bi )i est une base de TPrim(A) alors on peut construire
une base de A en recomposant des forêts planes étiquetées par des
bi .

Séries

n 1 2 3 4 5 6 7 8

WQSymn 1 3 13 75 541 4 683 47 293 545 835

TPrimn 1 1 4 28 240 2 384 26 832 337 168
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Théorème de rigidité
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Espace des éléments totalement primitifs

Élément primitif (rappel)

P est un élément primitif si ∆̃(P) = 0.

Proposition (rappel)

dim(Primn) : nombre de mots tassés irréductibles de taille n.

Élément totalement primitif

P est un élément totalement primitif si ∆≺(P) = ∆�(P) = 0.

Question

dim(TPrimn) : taille d’un sous ensemble de mots tassés de taille n?
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Élément primitif (rappel)

P est un élément primitif si ∆̃(P) = 0.

Proposition (rappel)

dim(Primn) : nombre de mots tassés irréductibles de taille n.
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WQSym Bigèbre bidendriforme Forêts biplanes Nouvelles décompositions Forêts bicolores Bijection

Mes contributions

1

Deux sous ensembles de mots tassés donnant la dimension que
TPrim(WQSym) (rouges-irréductibles et bleus-irréductibles).

2

Construction de deux bases d’éléments totalement primitifs
(dans WQSym et WQSym∗).

3

Isomorphisme bidendriforme fondé sur une bijection entre ces deux
sous ensembles de mots tassés.
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WQSym Bigèbre bidendriforme Forêts biplanes Nouvelles décompositions Forêts bicolores Bijection

w1

w2

wk

0

0

= w1 / w2 / · · · / wk

6= 6=

Jean Dubuffet, Arbre biplan (version I)

août 1968, époxy peint au polyuréthane (1ère
épreuve), 72 x 61 x 48 cm,
coll. Fondation Dubuffet/ c© A.D.AG.P. Paris

16/26 JCB 2023 Hugo Mlodecki Université de Bordeaux, LaBRI
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Mon verger d’arbres biplans (44523315)

1

Deux sous ensembles de mots tassés donnant la dimension que
TPrim(WQSym) (rouges-irréductibles et bleus-irréductibles).

423314

11
Squelettes

1122

1 122

1, 6

1, 2 1, 2 1

1

Arbres tassés

2•

1◦ 2• 1◦

1◦ 1•

1◦ 1◦

11

11 11 1

1

Arbres bicolores

11

1 11 11

1
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1

Deux sous ensembles de mots tassés donnant la dimension que
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Mon verger d’arbres biplans (44523315)

3

Isomorphisme bidendriforme fondé sur une bijection entre ses deux
sous ensembles de mots tassés.
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Nouvelle opération sur les mots tassés
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Mots tassés rouges-irréductibles

u I v =

u

v ′

Mots tassés rouges-irréductibles [M.]

Un mot tassé irréductible w est rouge-irréductible s’il ne peut pas
s’écrire w = uIv avec u non vide.

Lemme [M.]

Si w = uIv avec taille de u maximale, v est rouge-irréductible.

Proposition [M.]

dim(TPrimn) = nombre mots tassés rouges-irréductibles de taille n.
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Mots tassés rouges-irréductibles
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s’écrire w = uIv avec u non vide.

Lemme [M.]

Si w = uIv avec taille de u maximale, v est rouge-irréductible.
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Nouvelle opération duale sur les mots tassés irréductible
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Nouvelle opération duale sur les mots tassés irréductible

u N v =
u

v ′

Mots tassés bleus-irréductibles [M.]

Un mot tassé irréductible w est bleu-irréductible s’il ne peut pas
s’écrire w = uNv avec u non vide.

Lemme [M.]

Si w = uNv avec taille de u maximale, v est bleu-irréductible.

Proposition [M.]

dim(TPrimn) = nombre mots tassés bleus-irréductibles de taille n.
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Un gros exemple
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Un gros exemple
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Théorèmes [M.]

Théorème [M.]

(Of )f ∈FBn
base de WQSymn,

(Ot)t∈TBn
base de Primn,

(Ot)t∈NBn
base de TPrimn.

Théorème [M.]

(Pf )f ∈FRn
base de WQSym∗n,

(Pt)t∈TRn
base de Prim∗n,

(Pt)t∈NRn
base de TPrim∗n.

Bijection [M.]

Involution grâce aux forêts bicolores.
Isomorphisme bidendriforme entre WQSym et WQSym∗.
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Perspectives

Compatibilité avec l’inversion des permutations.

Généralisation de la construction des arbres biplans
(PQSym, autres bigèbres bidendriformes).

Nouvelles applications des opérades dupliciales déformées et
l’opérade de L-algèbre.

Si on prend l’inversion pour les permutations
rouges-bleus-irréductibles (points fixes), on obtient l’inversion pour
toutes les permutations.
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Perspectives

Compatibilité avec l’inversion des permutations.

Généralisation de la construction des arbres biplans
(PQSym, autres bigèbres bidendriformes).

Nouvelles applications des opérades dupliciales déformées et
l’opérade de L-algèbre.

Permutations ⊂ Mots tassés ⊂ Fonctions de parking

•

•

•
1 3 1
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Perspectives

Compatibilité avec l’inversion des permutations.

Généralisation de la construction des arbres biplans
(PQSym, autres bigèbres bidendriformes).

Nouvelles applications des opérades dupliciales déformées et
l’opérade de L-algèbre.

u/(v/w) = (u/v)/w ,

uI(vIw) = (u/v)Iw ,

uI(v/w) = (uIv)/w .

(u/v)/w = u/(v/w),

(uHv)Hw = uH(v/w),

(u/v)Hw = u/(vHw).

uI(vHw) = (uIv)Hw ,
uI1 = 1Hu.
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Merci

FRB FBR

PW PW

FBR FRB

f 7→f̂

f 7→f̃

f 7→F -1
BR (f )

f 7→f̃f 7→̂̃
f

w 7→FRB(w)

w 7→FBR(w)

f 7→f̂

f 7→F -1
RB (f )
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