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FQSym / permutations

Permutations

Définition

Une permutation de taille n est un mot sur I'alphabet {1,2, ..., n}
ou chaque lettre apparait exactement une fois.
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FQSym / permutations

Permutations

Définition
Une permutation de taille n est un mot sur I'alphabet {1,2, ..., n}
ou chaque lettre apparait exactement une fois.

Une représentation :

2 3 1 4
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FQSym / permutations

Permutations

Définition
Une permutation de taille n est un mot sur I'alphabet {1,2, ..., n}
ou chaque lettre apparait exactement une fois.

Une représentation :

® — transposition — °

2 3 1 4 — inversion — 3 1 2 4

Hugo Mlodecki Auto-dualité de WQSym, I'agebre de Hopf sur les mots tassé



FQSym / permutations

Produit
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FQSym / permutations

Produit de mélange

° °
° L o | =
2 2
° ° °
° ° °
° + ° + °
° ° °
1 2 4 3 1 4 2 3 4 3 2
° ° °
° ° °
° + o | + ®
° °
4 1 2 3 4 3 2 4 3 1 2
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FQSym / permutations

Produit de mélange

° L ° - F12F21 = F1243 + F1423 +
2 21 F1432 + Fa123 + Fa132 + Fy310
[ ] [ ) [}
[ [ [ ]
° + ° + °
[ ] [ ] [ ]
1 2 4 3 1 4 2 3 4 3 2
[ ] [ ] [ ]
[ [ ] [ ]
° + o + b
[ [
4 1 2 3 4 1 3 2 4 3 1 2
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FQSym / permutations

Produit de mélange

° ° °
° ° °
° + ° + °
° ° °
1 2 4 3 1 4 2 3 4 3 2
° ° °
° ° °
° + |+ L4
° °
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FQSym / permutations
Produit de mélange sur les valeurs

° °
] e | =
1 2 2
° ° .
° ° °
° + o | + °
° ° °
1 2 4 3 1 3 4 2 4 3 2
° ° °
° ° °
o + ° + °
° ° °
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FQSym / permutations
Produit de mélange sur les valeurs

[} [ ]
o o | = G12G21 = G1243 + Gi3a2 +
1 2 2 1 G1432 + G23a1 + Gagz1 + Gaaon
[} [} [ ]
[ ] [ ] [ ]
° + ° + °
[ ] [ ] [ ]
1 2 4 3 1 3 4 2 4 3 2
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
o + ° + °
[ ] [} [}

Hugo Mlodecki

Auto-dualité de WQSym, I'agebre de Hopf sur les mots tassé



FQSym / permutations
Produit de mélange sur les valeurs

° )
o [ [«] = p
2 2 1 std(u)=o,
std(v)=p
° ° .
° ° °
° + o + °
° ° )
1 2 4 3 1 3 4 2 1 4 3 2
° ° °
° ° °
L] + ] + °
° ° °
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FQSym / permutations

Produit de mélange sur les valeurs

° °
° w o | =
2 2
° ° °
° . °
° + e | + °
° ° °
1 2 4 3 1 3 4 2 1 4 3 2
° ° °
° ° °
® + J + °
° °
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FQSym / permutations

Désassemblage vertical

2 4 1 3
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FQSym / permutations

Désassemblage vertical

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[ ) [ ] [ )
° ) °
° ° °
[ ] ) [ ) [ )
. 2 4 1 3 2 4 1 3 2 4 1 3
[ )
.—> [ )
2 4 1 3 .
[ ]
[ )
2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[ ] [ ] Y
° ° )
° ° °
o o+ o+ °
° 2 4 1 3 2 4 1 3 2 4 1 3
[ ]
.—> [ [
2 4 1 3 N .
° )
[ ] [ ]
2 4 1 3 2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[ ] (] [
[ ] L] L
[ +. +.
[ o [ ]
A 2413 2 4 1 3 2 4 1 3
[F
2413 -
[ ] [ ]
[ ] [ ]
_|_
[ ] [ ]
[ ] [ ]
2 4 1 3 2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[ ] [ ]
[ ] [}
Fe ® Foa13 1 .
+ +
[ ] [ ]
. A 2 413 24 13
2413 [T
[ ] hd o
° —|—.
[ ]
2 413
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[} [ )
[} [ ]
Fe ® Foa13 x
+
[ ]
IF A 2 4 1 3 2 4 1 3
2413 - .
. [ ]
° =+ b
. [ ]
[ ]
2 4 1 3 > 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[ )
[ ] [}
Fe ® Faa13 . .
o] ' .
1 3 1 2 2 4 1 3
Foaizs = 1%
° [}
° + b
° [ ]
2 4 1 3 > 1’ .
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

[ )
Fe ®Fog13 F1 ®@Fz12 :
- + -
2 4 1 3
F2413 i . S
[ ) [ )
° —+ )
[ ] [ )
2 4 1 3 2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage vertical

Fe ® Fos13 F1®F310  Fio ®Fpo
+ +

A
Fosz 7

Fo31 @ F1 4 o413 @ Fe
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

° °
° °
° °
° ° °

b 2 4 1 3 2 4 1 3

°
4>
°

2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ ) [ ) °
[ ) [ ) °
[ ] [ ] ®
[ ] [ ) ° °
. 2 4 1 3 2 4 1 3 > 4 1 3
* —
[ )
2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ ] [ ] °
[ ] [ ] °
[ ] [ ) °
. 2 4 1 3 2 4 1 3 > 4 1 3
T L
2 4 1 3 °
[ ]
[ ]
2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ ] [ ] °
[ ] [ ] °
[ ] [ ] °
. T ” .
. 2 4 1 3 2 4 1 3 > 4 1 3
[ ]
.H ° °
2 4 1 3 L °
[ ] [ ]
[ ] [ ]
2 4 1 3 2 4 1 3

Hugo Mlodecki Auto-dualité de WQSym, I'agebre de Hopf sur les mots tassé



FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ [ °
L] [ °
[ ] [ ] °
JN S EEDEN :
2 4 1 3 2 4 1 3 > 4 1 3
Goaz T
CTel ] [
0+ [
[ ] [ ]
[ ] °
2 4 1 3 2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

Ge ® Goa1z

2 41 3 2 4 1 3
Gos 5 CTaT T
° [ ]
. + e
° [ ]
2 4 1 3 241'3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ ]
° [ ]
[ ]
Ge ® Gog13 L®
+ 13 2 4 |°
L[ [e] | *
Goa1s T T
[ ] [ )
° + °
[ ] )
2 4 1 3 .
2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ )
[ ) [ )
Ge ® Gog13 "
Tl
[}
G A 1 1.3 2 2 4 1 3
2413 [ Je] [ |
° [ )
. + °
[ )
[ )
[ )
2 4 1 3
2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

[ ]
[ ]
Ge ® Gog13 G1 ® Gi3p
+ + L2
[ ]
2 4 1 3
Goa1s T T .
[ ] [ ]
° + | e
[ ] [ ]
2 4 1 3 2 4 1 3
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FQSym / permutations
Désassemblage horizontale

Ge ® Gog1z3 G1 ®Gizp G221 @ G2y
+ +

A
Goais 7

G213 ® G1 4+ G2413 ® G
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FQSym / permutations

Dualité de FQSym

e B - - o - B - B - B

1 2 21 1 2 4 3 1 4 2 3 1 4 3 2 4 1 2 3 4 1 3 2 4 31 2
. AG . + . + . + . + .
. L . . . .

1 4 2 3 5 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3

Soit H une algebre de Hopf,
<A(2),x®y >=<z,x.y >
<y.z,x>=<y®z A(x) >

vx?.yeH?zEH*’
Vx € H,y,ze H*
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FQSym / permutations

[ ] [ ]
L ° Isomorphisme explicite :
12 2 1 F, - Gt
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
° + ° —+ °
[ ] [ ] [ ]
1 2 4 3 1 4 2 3 4 3 2
[ [ J [ J
[} [ [}
° + ° + °
[ ] [ ] [ ]
4 1 2 3 4 1 3 2 4 3 2
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FQSym / permutations

[ ] [ ]
w e - Isomorphisme explicite :
1 2 2 1 F, = G,
[} [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
° + ° + °
[ ] [ ] [ J
1 2 4 3 1 3 4 2 4 3 2
[ [ ] [ )
[ ] [ [ J
[ + ° + °
[ ] [} [}
2 3 4 1 2 4 3 1 3 4 2
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WQSym / mots tassés

Mots tassés

Définition
Un mot w sur l'alphabet {1,2,...n} est un mot tassé si pour tout
nombre k > 1 apparessant dans w, k — 1 apparait aussi dans w.
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WQSym / mots tassés
Mots tassés

Définition

Un mot w sur l'alphabet {1,2,...n} est un mot tassé si pour tout
nombre k > 1 apparessant dans w, k — 1 apparait aussi dans w.

Méme représentation : #lignes < #colonnes

2 3 1 4 3
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WQSym / mots tassés
Mots tassés

Définition

Un mot w sur l'alphabet {1,2,...n} est un mot tassé si pour tout
nombre k > 1 apparessant dans w, k — 1 apparait aussi dans w.

Méme représentation : #lignes < #colonnes

[ ]

[ ]
[
[ ]
° ° — transposition — °
[ ]

. : 5

2 3 1 4 3 — tAversion — 3 1 2 4
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WQSym / mots tassés

Produit sur les mots tassés

. [e]e]

11
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WQSym / mots tassés
Produit de mélange sur les mots tassés

° : L IIIZ' =

1 o 1 1
e (O [ ] [ ] e | o
° + [ + ®
° ° °
2 3 3 1 3 2 3 3 3 2
° ° ° ° o | o
° ° °
+ + he
31 2 3 3 3 2 3 3 2
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WQSym / mots tassés
Produit de mélange sur les mots tassés

[ ]
hd LU I;';' - S12S11 = S1233 + S1323 +
12 S1332 + S3123 + S3132 + S3312
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
° + ° + °
[ ] [ ] [ ]
1 2 3 3 3 2 3 1 3 3 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
+ . + .
31 2 3 31 3 2 3 3 2
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WQSym / mots tassés
Produit de mélange sur les mots tassés

1 o 1 1
o | o ° ° o | o
° + ° + o
° ° °
1 2 3 3 1 3 2 3 3 3 2
° ° ° ° o | o
° ) °
b + L + °
3 2 3 31 3 2 3 3 2
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WQSym / mots tassés
Produit de mélange augmenté sur les valeurs

[ ]
° IZII' MUM}L = Z M,
1 1 v=uv,
1 2 tass(u)=a,
tass(v)=p
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WQSym / mots tassés
Produit de mélange augmenté sur les valeurs

[}
. g [l - mMM= ¥ M

1 1 v=uv,

1 2 tass(u)=a,
tass(v)=p
o | o . °
+ +
. o |0 )
[ ] [ ] [ ]
1 2 3 3 1 3 2 2 2 3 11
. o | o |0
° o | o °
1 2 1 1 * 1 2 2 2
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WQSym / mots tassés
Produit de mélange augmenté sur les valeurs

[ ]
° = I;';' - MoMy; = Mi233 + Mi322 +
12 Mb311 + Mi211 + Moo
[ ] [ ] [ [
[ ] + [ ] [ ] + [ ]
o [ ) [ ] [ ]
1 2 3 3 1 3 2 2 2 3 1 1
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 1 1 + 1 2 2 2
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WQSym / mots tassés

Ordres partiels

321
/N
231 312 221
]
213 132 212
N/
123 122
321
/N
312 231
o
213 132 211

7
N

123 122

I%!  Hugo Mlodecki

211

121

112

221

112

Ordres Partiels :
Réflexivité,
Transitivité,
Antisymétrie.

droit

111

gauche

121 212 111
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WQSym / mots tassés

From M to S in WQSym

GL

> SRD,
o<du

SRD

GLD
> GLD,
o<gp
¢—1
R S

> Ry

H<do

SR
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WQSym / mots tassés

Quelques matrices

R R R R
- = N AN MmO »m 4 N AN~ — N —
123, . . . 1
132, -11 1 .
213). 1 -1 . 1
231 . 1 .
312|. . 1
321 |1 . .
122 111 -1
212 11
21. . . . . . 1. .
1 111
2. . . . . . . . . 11
3
1 |

Figure: Matrice de changement de base de L a R
pour les mots tassés de taille 3.
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WQSym / mots tassés
Quelques matrices

& &§ 89 » 3 ¥ &8 ¥ ¥ 89 &8 9o =

— — N N o o™ — [q\] N — — [qV] —
23/0 0 0 o0 o0 1 0 0 1/2 0 o0 1/2 1/6
1320 0 0o 1 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0 1/6
23/0 0 0 0O 1 0 0 1/2 0 0 0 1/2 1/6
2810 1 0 1 -1 0 1/2 -1/21/2 0 1 -1/21/6
3210 0 1 -1 1 0 O 1 -1/21/2 -1/2 1/2 1/6
21t 0 0o 0 0 0 120 0 1/2 0 0 1/6
122/0 0 0 120 1/2 0 0 3/2 0 1/4 1/4 2/3
21210 0 1/2 -1)21 0 0 7/4 -5/4 1/4 -1/4 1/2 1/6
221(1/2 1/2 0 1/2 -1/2 0 3/2 -5/4 1/4 1/4 1/2 3/4 2/3
m2jo0 0 o0 0 1/2 1/2 0 1/4 1/4 0 0 3/2 2/3
121/0 1/2 0 1 -1/20 1/4 -1/4 1/2 0 7/4 -5/4 1/6
211(1/2 0 1/2 -1/2 1/2 0 1/4 1/2 3/4 3/2 -5/4 1/4 2/3
11|1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 2/3 1/6 2/3 2/3 1/6 2/3 13/6

Figure: Matrice de changement de base de S a M pour les mots tassés de
taille 3.
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Contributions

Contributions

@ Développement des mots tassés en Sage, #25916 implement
Packed Wordes.
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Contributions
Contributions

@ Développement des mots tassés en Sage, #25916 implement
Packed Wordes.

@ Développement de I'algebre WQSym en Sage avec ses 8
bases, #25930 implementation of different basis of WQSym.
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Contributions
Contributions

@ Développement des mots tassés en Sage, #25916 implement
Packed Wordes.

@ Développement de I'algebre WQSym en Sage avec ses 8
bases, #25930 implementation of different basis of WQSym.

@ Lancement de tests a grande échelle pour vérifier les résultats
de Vargas.
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Contributions
Contributions

Développement des mots tassés en Sage, #25916 implement
Packed Wordes.

Développement de I'algebre WQSym en Sage avec ses 8
bases, #25930 implementation of different basis of WQSym.

Lancement de tests a grande échelle pour vérifier les résultats
de Vargas.

Etude de la combinatoire de ces changements de base grace a
I'affichage des matrices et des graphes obtenu en Sage.
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Contributions
Contributions

@ Développement des mots tassés en Sage, #25916 implement
Packed Wordes.

@ Développement de I'algebre WQSym en Sage avec ses 8
bases, #25930 implementation of different basis of WQSym.

@ Lancement de tests a grande échelle pour vérifier les résultats
de Vargas.

@ Etude de la combinatoire de ces changements de base grace a
I'affichage des matrices et des graphes obtenu en Sage.
@ Nouveaux résulats et conjectures
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Contributions
Contributions

@ Développement des mots tassés en Sage, #25916 implement
Packed Words.

@ Développement de I'algebre WQSym en Sage avec ses 8
bases, #25930 implementation of different basis of WQSym.

@ Lancement de tests a grande échelle pour vérifier les résultats
de Vargas.

@ Etude de la combinatoire de ces changements de base grace a
I'affichage des matrices et des graphes obtenu en Sage.

@ Nouveaux résulats et conjectures

o Stabilité de I'isomorphisme de Vargas sur FQSym.
e Une infinité d'automorphisme de WQSym.
o Généralisation a PQSym.
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